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Para la demos tr ac ion de la formula inuers a lte Hankel se usa general mente
un meto do andlogo a la demostr ac ion del t eor em a de Fourier - P lan cberel [3] ,
[2], [4]. En este trab ajo , primero se demuestra que el e sp ac io lineal deter-
minado por el sistema de [uncione s {'e-kx, k=l, 2, .. I es denso en L2(0,oo),
y se con s truy e una base del espaeio L2 ' 1 ¢n(x) , n= 1, 2,.. I par el metoda
de Sebmidt ,donde ¢n(x) es una combin acion lineal de e-x, e-2x, ••• ,e-nx :
n
¢ (x) = L
n k=1
E -kx
n,k e ( n = 1, 2, 3, ... ) .
Se pue de de termin ar los eoefieientes En,k utili zando la propiedad orto gon al
de los polinomios de Jacobi, as i
E - k·l -t'F (n+k-1)!
n ,k - (-1) l ..n (k _ 1)! k! (n - k)!
De la mi sma forma, se demues tr a que el e sp acio lineal de t ermin ado por el »:
tema de [unc ione s I (I/2k) exp. (-x/4k) s k = 1, 2, . •. I e s denso en L iO,oo) y
se eonstruye otr a base del espacio L2, {!f;n(x) I. Pero ien emo s
(e-nx, e-kx) = (J... e.x/4n ,_1_ e.x/4k) p ara todo n.];
2n 2k





n,k2f e (n = 1,2,3, ..
Como los dos tipos de funeiones exponenciales e-kx, (1/2k) e-x/4k estan
relaeionadas por la transformaeion integral de Hankel [7] [12]entonees las
dos bases I¢n I , l!f;n I estan ligadas por la transformaeion , asi se demuestra
que la lransfarmaeion de Hankel es un operador unilario en el espacio. L2•
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§ 1 Algunos propiedades de los sistemas de funciones en LiO,oo~
Lema 1.
Sea /t(x) me dib le en [0,00) tal que [/t(x) I ' 1/IAI sean acot adas en
cual qui er interualo aco tado , Sea I¢n(x) I un sistema de [uncione s en
L 2(0,00) tal que A ¢n E L 2(0, 00) para to do n, entonc es e I sistema I ¢n I
determina un subespaeio lineal den so en L2 si Y solo si el sistema 1'A¢n I
det ermina un s ub esp ac io lineal denso en L 2 •
Demostraci on





i) Supongamos que I¢n I de termin a un sube sp aci o lineal denso en L2• Como
1/).. perteneee a LiO, 00) entonees ex is te una combinacion lineal de ¢n tal
que n
III/A - 1 Ak ¢k II < d2Mk=1
dond e
M = SUrc 1/t(x)1xE o,N
Multiplieando por A s e tiene :
n
Ak A ¢k II d2. (2)II 11 -. l,.=1 <--!-.M2M
De (1) .Y (2) ten emos :
n
Ak (A ¢k) II11/- ~ < (,k=1
o sea que I).. ¢k I det ermina un subespacio lineal den so en L 2 •
ii) Supongamos que IA¢n I determin a un subespacio lineal denso en L2•
Como 11A p ertene ce a L 2 ' entonce s exi st e una combinacion lineal de A¢k
tal que
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donde M' Sup 1 l/A(x) I. Dividiendo por A ten emo s
xE(o,l]
n
II!l-l Bk¢k II <_f_M' = El2.
k=l 2M'
(3)
De (1) y (3) se t ien e que el sistema! ¢k l det ermin a un sube spacio lineal
den so en L2•
Lema 2.
Sea p. una [uncion me dible , es tric tament e crec i ent e y derivable tal que
p.(0)=0, p.(+oo) =+00.
Si 1 ¢n ' n = 1,2,••• I es un sistema ortonormal completo en LiO,oo) ento!!:
ces e l sistema :
, n = 1, 2, 3, ...
tambien 10 es •
Demostracit5n
00
f ¢n(p.(x)) ¢k(P.(x)) p.'{x) dx
o
ii) Sea !(x) E L2(0, 00) en ton ce s
r I!(x) [2 dx < + 00 •
o
Sea v l a [uncion in uer sa de p. , entonc es haciendo un camb io de variable
x = v(t) (es de cir t = p.(x) ) tenemo s
r [!(v(t)) 12 v'(t) dt < +00,
a
es to es
/(v(t))...r:;r;; E LiD, 00).
Lu ego , podemos des arrol lar !(v(t)).'iv' (t) como si gue
!(v(t)) -{ v'(t) (4)





ya que t = Jl(x), I/(t) = I/Jl'(x). Multiplicando por -y'p.'(x) se tiene
/(x) = ~oo Ak ¢k(P.(x)) i p.'(x) (5)k=1 '
es to nos demue s tra que I ¢k(P.(x))1P.'(x) r k = 1,2, .,. I es un sistema
compl eto ;
Coral aria
Si I¢n(x) I es un sistema ortonormal completo , entonc es los si guien>
te s sistemas tamb ien 10 son
ii) I a ¢ (~x) I
n
( a> 0 )
§ 2. EI sistema de las funciones e-nx ,n = 1,2, ...
Teorema 1
Las [un cione s e-x, e-2x, • •• , e-nx r ••• det erminan un subespacio
lineal denso en L2(O, 00) •
Demo straci on




en tonc e s existe B tal que
En el interualo [0, B] ,Pm(x) es continua uniformem ent e , entonc es exi st e
s tal que
lx-x'!<o implica
Abora , cons ideramos el sigui ent e cambio de variable
(x ~O. 0 (: y < 1 )
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entonc e s
Y2 ynx = 0 log (l " y ) = y + _ + • •• + _ + R
2 ' n
donde
R !.L dy (#)
o 1 0 Y
(#) Nota:
1 + Y + •• + yn01 = ~
1 - Y
o log (loy) = f --l- dy = y + ••
1 " Y
yn n
+ - + r-2- dyn . 1 0 Y
• • • • ..* •••
S' ' 1 .e 1• Y "': Yo = - e < entonce s
1=---
1 " Yo
Como Yo es menor que 1 exi s t e n tal que
1
T:Y:
entonce s ten emos (POT (7»:
n k
1 Pm(x) 0 Pm( ~=1 + )1 < El2 (8)
La si guient e [unc ion :
n k




es una combinacion lineal de
-nm x• e
Tenemos r Ip (x) - g(x) 12 e"2x dx
o m





por 10 tanto se ti ene la s iguient e de si gualdad :
Por otra parte, de (8) tenemos
B
f Ip (x) - g(x) 12 «>o m
B
dx ~ ((2/4) f e"2x dx ~ ((2/8)
o
(11)
De (9), (10) Y (11) tenemo s :
r [p (x) - g(x) 12 e"2x dx < / + /





II 11" g(x) e-x II lip (x) e"X_g(x) e"XII < .r:m (12)•
Nota.
Profesor Juan Jorvath <Universidad de Maryland) me rnandri l a siguien-
te demo str aclon sencilla del teorema ,
Las [un cione s I continuas que se anulan para x grande lorman un con-
junto dens o en L2(0, 00). Sea luego I una tallunci6n con I(x) = 0 para
x > a. Pon g amo s
F(t)
si (3 < t ~ 1
si O<t<(3
don de (3 = " log a. Por el teorem a de Weierstrass exi ste para e > 0 un
polinomio I an rn tal que y adem d s se pue de
tomar ao = O. Enton ce sr II(x) - I a e"(!+n)x 12 dxo . n / I I( -log t ) - I an rn-rl 12 dto t
//2.
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A partir del sistema e-x, e-2x, ••• , e-nx • • •• por el meto do de Schmidt
se puede con s truir un sistema ortonorm al complete I¢n(x) • n = 1.2..... I :
donde ¢n(x) es una comb in ac ion lineal de eOx• eo2x, ••••• e-nx, dig-amos
.s: () E -x E -2x E -nx'f'n X = n 1 e + n 2 e + .•• + e" n,n (13)
Abora • uamos a en con trar los ualore s de E kn••
Sean Gn(2,2,t) = F(n+2. on. 2, t) (n =0. 1. . •. ) los polinomios de
Jacobi, entonc es sabemo s la siguiente relacion ortogonal : [8][11][10]
) t I Gn_1(t) Gk_1(t) I dt - 1 0Jo -~ n.k ,
H aci endo el cambio de variable t = e-x se tiene :
o (14)
Como e-xGn_1(e-
x) es una comb inacion lineal de
ce s tenemos la s iguient e identidad :
-x -2xe , e I •• • e-nx, en ton -
Utili zando la ex pre s ion explicita de los polinomios de Jacobi. tenemo s
(16)
Entonces , tenemos los coeficientes de la comb inacion como sigue :
E 1 =y-;;J .n. ,p;;r
n2_12
E 2 = - 2n 2 .n, 2 (if)
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En general
= (_1)k-1 -['i; (n--rk -1)!
(k-1)! k! (n-k)!.
(17)
En la tabla 1 se mue s tra algunos ualore s de En•k•
TABLA
<; 1 2 3 4 5 6
1 (2
2 4 -6
3 3{6 -1216 10{6
4 s{2 -60{2 l20V -70Y2
5 5ff5 -60{iO 210-{TO -2S0{ITJ 126{TO
6 12{J -210-/3 1120-/3 -2520{J 2520fj -924{3
T'ambien • se pue de de mostr ar inme di at amente que ¢n(x) s atis [ac e la s igui-
ente e cuac irin di jerenc ial :
d ¢n 2+ n ¢n
dx ° (1S)
§ 3. EEl sistema de-l a« funciones e-x/k• k = 1,2••••
Teorema 2
Las [unci one s
-x/2 -x -x/2 -e/: -x/2 -x/ke e, e e , .... ,e e , ....
de term in an un sube sp ac io lineal denso en LiO.co).
Demostracion
Sabemos que las siguientes junciones :[5] [10]
-x/2 2un(x) = Ln(x) e n = ° , 1, , .•.
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don de Ln(x) es el polinomio de Laguerre de grado n ,
lorman un sistema ortonorm al completo en LiD, ""). Sea





an = Uk' un) = f Ln(x) expl·(x+~)! dx ,
o k
Utilizando la relacidn conocida :[5] [7]
1 expl _.2L I
1-1 1-t
se ti ene
l"" r L (x) expl- x(1 + .J... ) I dx tn
n=o 0 n k
lOOt 1J expl-_X_! exp!-x(1+-)!dx
I-to 1-t k
k 1 k "" 1=--l _ tn,
1 - t/(k+1) k+ 1 n=o (k+ 1)n
Por 10 tanto:










b(k = u +.L l II "! u .
o N j= 1 k= 1 (k + 1)J J
Pero :
00 1 N 1 2
Illl-l luJ.11j=1 N k=J(k+1)j I
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1 N+1 1 2 1 00 00 1 2
~~ I f - dy I + -;:;T ~ I r -"'-yJ dy I
N 1 Y N j=2 "1
= -b: ltog(N+l) 12 +~ s" ~ -> ° (N -> 00) ,
N N j=2 (j - 1)
e s to es :
_1_ ~N »«:N k=l Uo (en LiD,oo)) cuan do N -> 00 ,
o sea que
Par un proc edimi ento andlogo al anterior, se puede demos trar (por indue cion )
que
para todo n ,
esto es :
Como
( k 1,2, •••
entonc es se concluy e que el sistema (fk' k 1, 2, 3, ..• ) determina un sub-
espacio lineal dens o en L2(O, 00).
Apl ic ando el lema 1 del p ardgrafo 1 , tenemo s inm ediat amente el s igui ent e
c orol ario •
Coral aria 1
Las [unc ione s e-x/k (k 1, 2, 3, ..• ) determinan un sube sp acio lineal
dens o en, LiD, 00) •
Corolario 2
Las [unc ione s _1_ e-x/k ,k 1, 2, 3, •.•
2k
lineal dens o en LiO,oo).
Demostracion inmecJiata. •
de t ermin an un sub esp acio
Apl ic ando el metoda de Schmidt al sistema de [uncione s del corolario 2
se obiiene un sistema ortonorm al campleto !l/Jk(x) I :
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donde lfn(x) es una comb inacum lineal de 1 e-x/4k, k = 1,2,3, ••• , n •
2k
Pero ,observando las siguientes re lac iones :
00 1 1 1
(_1 e-x/4k .2. e-x/4n) =_1_ J expl-x(- +-)1 dx
2k ' 2n 4nk 0 4n 4k ~,
( e-kx, e-nx) = t e-x(k+n) dx
o
se ue inmediatamente que los coelicient es de lo-combln acion para jormarr/!n(x)
son iguale s a los coe fic iente s de la combinaci6n para rpn(x) obtenidos en (17),
o sea que
(22)
§ 4. Una representacion de l a tron slormaci Sn integral de Hankel
Sean I<l>n(x)I, I 'Pn(x) I dos sistemas ortonormale s com pl etos de jinidos por
(23)
don de lrpnI llfn I son los sistemas c onstruidos en los p ardgrajo s ant erior es y
En,k (k = 1,2, ••• , n ; n = 1, 2, • •• ) son con st ante s dadas en (17).
De la siguiente [drmula conocida :[7] [9] [12] [13]
2k
(24)
00 2J e-ky J o(xy) y dy
o
.- ,
se tiene inme diat ament e que
00 k 2J Ie- Y{Y I J o(xy) -{XY dy
o




( n = 1, 2, • •• ).
Esto es , l a trans jormacidn de Hankel H: I .... HI = F dada por la integral
00
H I = F(x) = f J (xy) fXY /(y) dyo 0 (25)
tr an s form a el sis tema 1<1> n I en e l sistema IIJl n I
H <1> = IJIn n n=1,2,3, •••
por 10 tanto H es un operador unit ario ; Adem ds , si re eempl axamos en (24)
k por 1/4k en tonc es tenemos
00 2/f [2.. e-y 4k -ry] J (xy) (XY dyo 2k ~ J 0
e s to implica que :





Por 10 tanto. se obtiene la lormula inuers a de Hankel
H 1= F(x) = r J (xy) {XY I(y) dy
o 0
H F = tr! F = I(y) = r J (xy)-rxy F(x) d» ,o 0 rAJ (27)
Nota: La integral impropi a (24) converge absolutamente ,luego el operador
H en (27) e st d de jin ido en el subespacio lineal det ermin ado por l<1>nl (0 por
IlJlnl) , pero e I s ist em a l<1>nl es completo yporla propiedadunitaria de
H se pue de extender H al espacio total L 2(0,00) •
§ 5. Convergencia de l a integral de Hankel
Sea I E L2(0,00) tal que la integral impropia :
00




Primero , uamo s a de mo s trar que el oper ador H es ac ot ado •
D'ioidiendo el intervalo (0, 00) en dos partes (0, R/x] y (R/x ,00 ) con R [ijo ,
tenemos :
II t Jo(xy)[xy /(y) dy II
o
R/x 00
~ II r Jo(xy).yxyf(y)dyll + II r Jo(xY)-{XYf(y)dYII (28)
o R/x
i) s, Y ~ R/x (0 xy .:; R) existe una cons tan te C tal que
luego tenemo s
R/x 2 00 R/xII f Jo(xy){xy fry) dy 1!2 ~ C f x If -ff!/(y)1 dy l2 dx
000
2 00 R/ x R/ x 2 2 00 R/ x 2< C f x If 1 dy f y If(y) I dy I dx = C R f f y If(y)! dy dx
o 0 0 0 0
2 00 R/y 2 2 2 00 2 2 2 2
=C Rflf dxy!/(y)lldy =c R f [f(y)1 dy =c R Ilfll
o 0 0
o sea
R/xII f Jo(xy) (XY fry) dy II < C R II/II
o
(29)
ii) Si Y ;. R/x (0 xy ~ R) aplic ando la formula as intot ic a de fa [uncion
de Bessel tenemos : (9] (11] (13]
J (xy) .rxy = ff cos ( xy • !!.. ) + /}.(x, y)o V~J r-; 4 (JO)
donde
/}.(x,y) = O( l/xy) •
Entonc e s existe una con stante M tal que
~ 11t .,(2 cos (xy·!!.. ) fry) dy II + II fR/ ~ fry) dy IIR/x/-;;" 4 x xy
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""f-! RlXp;.:::;II f - cos (xy • .!!....) I(y) dy II + II f ~ cos (xy • .!!..) I(y) dy II
OTT 4 0 TT 4
"" M .
+ II (I - I(y) dy II (31)
R x xy •
Pero P;""II -f cos (xY·TTI4) I(y) dy IITT 0
1 oc 1 oc~- II f cos (xy I(y) dy II + -II f sen xy I(y) dy IIF 0 fiT 0
.:::;2 -{i I/\! (por el teorem a de Fourier Pl ancb ere l t j (32)
iii) RI oc Rlx 2
II f ~[T cos (xy·· TT14) I(y) dy 112~2 fo ! fo If(y)ldy 1 dx
o 1-; TT
oo Rlx I Rlx I~2. r I J /1 2 dy J y1 2 II(y)!2 dy 1 dx
TT 0 0 0
= 4F r _1_ /Ix yl/2 II(y) 12 dy
TT 0 F 0
= 4..(if r! /Iy _1 dx I y112 1 j(y) 12 dy
TT 0 0 F
. TT
[''''' II() 12 d _BR 11/112•o Y Y <= TT= BR
o sea
(33)
ivY 1\ r .s, I(y) dy 112.:::; r ! r"" ~ I(y) dy 12 dx
Rlx xy 0 Rlx xy
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= r I 2 M2 x·3/2 t yol/2 I/(y) 12 dy I dx
o iR R/x
= 4M
2 r I/M 12 dyR 0
o
II f:/x :y /(y) dy II ~ .;:. 11/ II • (34)
De (28), (29) , (1) , (2) , (3) Y (4) tenem os
II r Jo(xy) (XY fey) dy II ~ (CR + 212+ 212R + };.) 11/ II = Coil/IIo 7T ..,R •
(5)
Ahora , consideremos cual qu ier ele men to / de L2(O,oo), entonce s / es
de s arroll able como si gue :
La trans jormada de Hankel de / es entonces :
(36)
Dado e exis te n tal que
donde Co es una con st ante cota del operador H.
n
Sean g(x) =!. Ak cI>kk=l
n
g(x)=!. A cI>m k=l k k
si x ~ m
o si x > m ,
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entonce s ex is te Mo tal que
m > Mo impl ica
lue go
Sea
si x <: m
si x > m
entonc es ten emo s
<: .s: + .s: + CO II g -/ II < ~+..!..+~ = e (37)
33 mm 333
ya que
II gm 0 1mII ~ Ilg 0 I II = I ~oo IAkl2 11/2 < d3Cok=n+1
De (37) s e tiene el siguiente resultado:
m
H 1= I.i. m, H 1m = I. i: m, f J o(xy) fXY I(y) dy
m-+oo m'-+oo 0
(38)
§6. Representacion matricial de 10 transformacion de Hankel
De (23) del p ardgraio 4 tenemo s
100 ,2 I x2E ,Ek,,' - f e-tX exp 0- 1 2x dxn,« 2j 0 4j
2 E ' Ek 'n,t "1 + 4ij
= 4{nk~n ~k (-d+j (n+i-1)! (hj-1)! (39)
i= 1 j= 1 (1+4ij)! (i 0 1)! if (j 0 1)! (n oi)/(I;,_ j)!
H = (an,k) es una repre s ent ac ion matric ial de" l a trans jormaci on integral de
Hankel con re specto a t« base I ct>n I (0 l'I'n 1 i .
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k""-n 1 2 3 4
1 0.8000 0.3770 0.2486 0.1858
2 0.3770 -0.0314 -0. 1034 - O.7662
3 0.2486 -0.1034 -0.1358 -0.1340
4 0.1858 -0.7662 -0.1340 -0.0598
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